
·K��Ü6K���5

�rC

March 28, 2012



�9SN

• ·K��Ü6��ó;

• ·K��Ü6��{;

• ·K��Ü6��Â;

• ·K��Ü6K�únXÚ;

• ·K��Ü6K���5.



·K��Ü6��ó

·K��Ü6�óL�¹e�ÎÒ:
• ·KCþ: p0, p1, ...;
• Ü6ë�c: ¬,→;
• ��c: �;
• 9ÏÎÒ: (, ).



·K��Ü6��{

úª½ÂXe:

ϕ ::= p|¬ϕ1|ϕ1 → ϕ2|�ϕ1.

Ü6ë�c∧,∨Ú↔þ�d¬±9→½Â. ~X,

ϕ ∧ ψ =df ¬(ϕ→ ¬ψ)
ϕ ∨ ψ =df ¬ϕ→ ψ
ϕ↔ ψ =df (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ).

��c♦½ÂXe:

♦ϕ =df ¬�¬ϕ.



·K��Ü6��Â: µe

·K��Ü6�µeF´����|(W ,R), Ù¥

• W´���U­.�8Ü;
• R ⊆ W 2´��'X.



µe©a

F = (W ,R)´��µe, �â��'XR·�rµe©¤e¡A
a:

• F´g����=�éu?¿�w ∈ WkwRw ;

• F´é¡���=�éu?¿�w ,w ′ ∈ W , XJwRw ′Kw ′Rw ;

• F´D4���=�éu?¿�w ,w ′,w ′′ ∈ W , X
JwRw ′�w ′Rw ′′KwRw ′′;

• F´S����=�éu?¿�w ∈ W , Ñ�3,�w ′ ∈ W¦
�wRw ′.



·K��Ü6��.

·K��Ü6��.M´��n�|(W ,R, I ), Ù¥

• F = (W ,R)´��µe;
• I´��)º, ¦�éu?¿�·KCþp, I (p) ⊆ W .

·�¡���.(W ,R, I )´Äuµe(W ,R)�.



úª3�.¥�ýb�

�½�.M, éu?¿��U­.w , k

M,w |= ϕ iff


w ∈ I (p) if ϕ = p
M,w 6|= ϕ1 if ϕ = ¬ϕ1

M,w |= ϕ1 ⇒ M,w |= ϕ2 if ϕ = ϕ1 → ϕ2

Aw ′((w ,w ′) ∈ R ⇒ M,w ′ |= ϕ1) if ϕ = �ϕ1



úª3�., µeÚµea¥�k�5

��úªϕ3���.M¥´k��, P�M |= ϕ, ��=
�ϕ3M�¤k��U­.¥Ñ�ý.

��úªϕ3��µeF¥´k��, P�F |= ϕ, ��=�ϕ3Ä
udµe�¤k�.¥Ñ´k��.

�½��µeaC, ��úªϕ3C¥´k����=�ϕ3C�z
�µe¥´k��.



Ü6íØ

�½��úª8ÜΓÚ��úªϕ, C´��µea, ϕ¡�
´Γ3C¥�Ü6íØ, P�

Γ |=C ϕ,

XJéu?¿�µeF ∈ C , F |= Γ%ºF |= ϕ.

·�Ì�ùãKXÚ, Ïd·�òΓ |=C ϕ{P�Γ |= ϕ.



��XÚK�únXÚ

ún(�ª):

ϕ1 → (ϕ2 → ϕ1)
(ϕ1 → (ϕ2 → ϕ3)) → ((ϕ1 → ϕ2) → (ϕ1 → ϕ3))
(ϕ1 → ϕ2) → (¬ϕ2 → ¬ϕ1)
�(ϕ1 → ϕ2) → (�ϕ1 → �ϕ2).

í�5K:

MP
ϕ1, ϕ1 → ϕ2

ϕ2

N
ϕ1

�ϕ1

1o^ún·�¡�Kún.
��XÚD, T, B, S4ÚS5´3K�únXÚ¥\\�A�ún�
��. ~X, XÚD´3K�únXÚ¥\\ún�ϕ→ ♦ϕ��
�; XÚT´3K�únXÚ¥\\ún�ϕ→ ϕ���.



·K��Ü6K�úny²Ú½n

úªS�ϕ1, ϕ2, ..., ϕn´��úny², XJéuz�i , �oϕi´

��ún, �oϕi´dc¡eZ�úªA^í�5K���.

úªϕ´·K��Ü6K�ún½n, P�` ϕ, XJ�3��·
K��Ü6K�úny²ϕ1, ϕ2, ..., ϕn¦�ϕ = ϕn.



��nØ�úny²Ú½n

úªS�ϕ1, ϕ2, ..., ϕn´Γ���úny², XJéuz�i , �
oϕi´��ún, �oϕi ∈ Γ, �oϕi´dc¡eZ�úªA^í

�5K���.

�½nØΓ, úªϕ´Γ�ún½n, P�Γ ` ϕ, XJ�3Γ���
úny²ϕ1, ϕ2, ..., ϕn¦�ϕ = ϕn.



��XÚK��Ñ5K

dXÚK�únXÚ·��±��e¡��Ñ5KDR:

ϕ→ ψ

�ϕ→ �ψ

y²

(1) ϕ→ ψ cJ

(2) �(ϕ→ ψ) (1) × N
(3) �(ϕ→ ψ) → (�ϕ→ �ψ) K
(4) �ϕ→ �ψ (2), (3)× MP



·KÜ6�A�½n

�¡y²XÚK�½n�I�^�e¡�A�·KÜ6�½
nPC1–PC7, §��´XÚK�½n, 3ùp·��ÑPC1–PC7�
y².

PC1 (ϕ ∧ ψ) → ϕ
PC2 (ϕ ∧ ψ) → ψ
PC3 (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ θ) → (ϕ→ (ψ ∧ θ)))
PC4 ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ))
PC5 (ϕ→ ψ) → ((ψ → ϕ) → (ϕ↔ ψ))
PC6 (ϕ→ ψ) → ((ψ → θ) → (ϕ→ θ))
PC7 (ϕ→ (ψ → θ)) → ((ϕ ∧ ψ) → θ)



��XÚK�A�½n

A^�Ñ5KDR·��±��½nK1–K3.

K1 �(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ)

y²

(1) (ϕ ∧ ψ) → ϕ PC1
(2) �(ϕ ∧ ψ) → �ϕ (1)× DR
(3) (ϕ ∧ ψ) → ψ PC2
(4) �(ϕ ∧ ψ) → �ψ (3)× DR
(5) (�(ϕ ∧ ψ) → �ϕ) → ((�(ϕ ∧ ψ)

→ �ψ) → (�(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ))) PC3
(6) (�(ϕ ∧ ψ) → �ψ) →

(�(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ)) (2), (5)× MP
(7) �(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ) (4), (6)× MP



��XÚK�A�½n
K2 (�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ)

y²

(1) ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ)) PC4
(2) �ϕ→ �(ψ → (ϕ ∧ ψ)) (1)×DR
(3) �(ψ → (ϕ ∧ ψ)) → (�ψ → �(ϕ ∧ ψ)) K
(4) (�ϕ→ �(ψ → (ϕ ∧ ψ))) →

((�(ψ → (ϕ ∧ ψ)) → (�ψ → �(ϕ ∧ ψ)))
→ (�ϕ→ (�ψ → �(ϕ ∧ ψ)))) PC6

(5) (�(ψ → (ϕ ∧ ψ)) → (�ψ → �(ϕ ∧ ψ)))
→ (�ϕ→ (�ψ → �(ϕ ∧ ψ))) (2), (4)×MP

(6) �ϕ→ (�ψ → �(ϕ ∧ ψ)) (3), (5)×MP
(7) (�ϕ→ (�ψ → �(ϕ ∧ ψ))) →

((�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ)) PC7
(8) (�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ) (6), (7)×MP



��XÚK�A�½n

K3 �(ϕ ∧ ψ) ↔ (�ϕ ∧�ψ)

y²

(1) �(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ) K1
(2) (�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ) K2
(3) (�(ϕ ∧ ψ) → (�ϕ ∧�ψ)) →

(((�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ)) →
(�(ϕ ∧ ψ) ↔ (�ϕ ∧�ψ))) PC5

(4) ((�ϕ ∧�ψ) → �(ϕ ∧ ψ)) →
(�(ϕ ∧ ψ) ↔ (�ϕ ∧�ψ)) (1)(3)×MP

(5) �(ϕ ∧ ψ) ↔ (�ϕ ∧�ψ) (2)(4)×MP



·K��Ü6���5

·K��Ü6XÚÌ�kK, D, T, B, S4ÚS5.

��XÚD, T, B, S4ÚS5´3K�únXÚ¥\\�A�ún�
��. D, T, B, S4ÚS5���5�Iy²§��;.�.¤Äu
�µe÷v�A�^�.

~XT�;.�.¤Äu�µe�¦´g�µe; B�;.�.¤
Äu�µe´é¡µe; S4�;.�.¤Äu�µe´g�D4
µe. ÏdT, BÚS4���5�ª8(�©Oy²;.�.¥�
��'XR´g��, é¡�±9g�D4�. 3d·��y
²KXÚ���5.



·K��Ü6K���5½n

��5½n éu?¿�úª8ÜΓÚ?¿�úªϕ, X
JΓ |= ϕKΓ ` ϕ.



·K��Ü6K���5y²�n�Ú½

�y{: b�Γ 0 ϕ. KΓ ∪ {¬ϕ}´�N�. y²�N©e¡n�
Ú½:

1. òΓ ∪ {¬ϕ}*Ð¤4��N8Üw0.
2. �E;.�.M, éu?¿��U­.w ∈ W , Ù¥W´¤k
�4��N�úª8Ü�8Ü, ¦�éu?¿�úªψ,
M,w |= ψ��=�ψ ∈ w .
3. dc¡üÚ��Γ 6|= ϕ, �cJΓ |= ϕgñ.



�N8½Â

Äk·��Ñ�N8�½Â.

½Â ·K��úª�8ÜΛ´�N���=�Ø�3úª
ϕ1, ..., ϕn ∈ Λ ¦�

` ¬(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn).



Lindenbaum½n

b�Γ 0 ϕ. KΓ ∪ {¬ϕ}´�N�. ·��±�âe¡�½n
rΓ ∪ {¬ϕ}*Ð¤4��N8Üw0.

½n1[Lindenbaum] b�Γ´���N�·K��úª�8Ü, K
�3X��4��N�úª8ÜΓ∗, ¦�Γ ⊆ Γ∗.



Lindenbaum½ny²

y² ·K��Ü6��ó´�ê�, Ïd·K��Ü6�úª´
�ê�, �±r¤k�úªü¤��: ϕ1, ϕ2, .... ·�8B½Âú
ª8Ü�S�Xe:

Γ0 = Γ,

Γn+1 =

{
Γn ∪ {ϕn+1} XJΓn ∪ {ϕn+1}´�N�,
Γn ÄK.

�±8By²éu?¿�n, Γn´�N�.



Lindenbaum½ny²

-

Γ∗ =
⋃
i≥0

Γi .

KΓ∗´�N�. XJ§Ø´�N�, KkΓ∗�,�k�f8´Ø
�N�. �Γ∗�z�k�f8Ñ´,�Γn�f8, �´·�®²
y²
¤k�ΓnÑ´�N�. Γ∗�´4��. éu?¿�úª ϕi ,
�oϕi ∈ Γi�o¬ϕi ∈ Γi . Ïd�oϕi ∈ Γ∗�o¬ϕi ∈ Γ∗. �



;.�.

Λ´?¿�úª8Ü, ·�½Â

�−(Λ) = {ψ : �ψ ∈ Λ}.

�E;.�.M, ¦�éu?¿��U­.w ∈ WÚ?¿�ú
ªψ, M,w |= ψ��=�ψ ∈ w .

;.�.M´��n�|(W ,R, I ), Ù¥
• W´d¤k�4��Núª8Ü�¤�8Ü;
• éu?¿�w ,w ′ ∈ W , wRw ′��=�éu?¿�úªϕ, X
J�ϕ ∈ w , Kϕ ∈ w ′, =�−(w) ⊆ w ′.
• w ∈ I (p) ��=� p ∈ w .



Ún

éúª�(��8B�, �ψ = �ψ1��ψ1 /∈ w , K¬�ψ1 ∈ w .
�
y²M,w |= ¬�ψ1, ·�Ié�w�������U­.w ′,
¦�M,w ′ |= ¬ψ1. w ′de¡�Ún(�Ù�35.

Ún2 XJΓ´���N�úª�8Ü, ��¹úª¬�γ, K
�−(Γ) ∪ {¬γ} ´�N�.

b�Ún2¤á, Kd½n1ÚÚn2�: �34��N�8ÜΓ′,
¦� �−(Γ) ⊆ Γ′ � ¬γ ∈ Γ′. Ïd, XJΓ´4��N�, K
kΓRΓ′.



Úny²

y² b��−(Γ) ∪ {¬γ}Ø´�N�. K�3 �−(Γ)�,�k�
f8{ψ1, ..., ψn}¦�

` ¬(ψ1 ∧ · · · ∧ ψn ∧ ¬γ).

Ïd

` (ψ1 ∧ · · · ∧ ψn) → γ.

dDR�

` �(ψ1 ∧ · · · ∧ ψn) → �γ.



Úny²

dK3�

` (�ψ1 ∧ · · · ∧�ψn) → �γ.

¤±

` ¬(�ψ1 ∧ · · · ∧�ψn ∧ ¬�γ).

�ù¿�X{�ψ1, ...,�ψn,¬�γ}´Ø�N�; Ï
�ψ1, ..., ψn ∈ �−(Γ), ¤±�ψ1, ...,�ψn ∈ Γ. q¬�γ ∈ Γ, ¤
±Γ´Ø�N�, �Γ´�N�gñ. �



;.�.�wÍA:

½n3 éu?¿��U­.w ∈ WÚ?¿�úªψ, M,w |= ψ�
�=�ψ ∈ w .



éψ�(�8B

y² éψ�(��8B.
�/1: ψ = p. M,w |= p��=�w ∈ I (p)��=�p ∈ w .
�/2: ψ = ¬ψ1. M,w |= ¬ψ1��=�M,w 6|= ψ1, ��=
�ψ1 /∈ w , ��=�¬ψ1 ∈ w .
�/3: ψ = ψ1 → ψ2. M,w |= ψ1 → ψ2��=

�M,w 6|= ψ1½M,w |= ψ2, ��=� ψ1 /∈ w½ψ2 ∈ w , ��=
�ψ1 → ψ2 ∈ w .
�/4: ψ = �ψ1.
�/4.1: b��ψ1 ∈ w . éu?¿�w ′, XJwRw ′, Kkψ1 ∈ w ′,
¤±kM,w ′ |= ψ1, ùéz�w ′¦�wRw ′Ñ¤á, ¤±
kM,w |= �ψ1.
�/4.2: b��ψ1 /∈ w . Kk¬�ψ1 ∈ w . �âÚn2�3,
�w ′ ∈ W¦�wRw ′�¬ψ1 ∈ w ′. ¤±kψ1 /∈ w ′. d8Bb�
�M,w ′ 6|= ψ1. Ï�wRw ′, ¤±M,w 6|= �ψ1. �



��5½ny²

dc¡üÚ��Γ 6|= ϕ, �cJΓ |= ϕgñ.

��5½n éu?¿�úª8ÜΓÚ?¿�úªϕ, X
JΓ |= ϕKΓ ` ϕ.

y² b�Γ 0 ϕ. KΓ ∪ {¬ϕ}´�N�. ·�rù�8Ü*Ð¤4
��N8Üw0. -M = (W ,R, I )´;.�.. éu?¿�ú
ªψ ∈ Γ ∪ {¬ϕ}, kψ ∈ w0, d½n3�M,w0 |= ψ. ¤±
kM,w0 |= Γ¿�M,w0 |= ¬ϕ. ¤±M,w0 6|= ϕ. ÏdkΓ 6|= ϕ,
�Γ |= ϕgñ. �


